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Musterlosung 6

1. Wir geben zunichst die Ereignisse A, B, C, D in aufzdhlender Form an:

A={X €22} = {(w,ws) : w1 € {2,4,6}} = {2,4,6} x {1,2,3,4,5,6}
={(2,1),(2,2), ..., (2,6), (4,1), (4,2), ..., (4,6), (6,1), (6,2), ..., (6,6)}

B={1+Y €2Z} = {(wy,ws) : 1 +ws € {2,4,6}} = {1,2,3,4,5,6} x {1,3,5}
={(1,1),(2.1),...(6,1),(1,3),(2,3),...,(6,3),(1,5),(2,5), ..., (6,5)}

C={X+Y <3}={(1,1),(1,2),(2,1)}

D={X<2Y <2} ={(1,1),(1,2),(21),(2,2)}

a) Wir miissen nachweisen, dass P[A N B] = P[A]P|B] gilt. Es gilt:

PlA] = IAI B 1{2,4,6} x {1,2,3,4,5,6}| 36 1
ol {123,456 6 2
B 1,2,3,4 1 . 1
PIB] _ 1Bl _ {1,2,3,4,5,6} x {1,3,5}| _3-6 1
1] {1,2,3,4,5,6}?| 62 2
andererseits gilt
|AN B|
P[ANB] =
€
CH(2,1),(2,3),(2,5), (4,1), (4,3), (4,5), (6,1, (6,3), (6,5)}]
= =
1 11
=1=3 3= FAIPIB]
4 2 2
Damit sind A und B unabhingig.
b) Es gilt:
€ {1.2,3,4,5,6}?] 62 12’
andererseits haben wir
Ancl K21} 1,11
Anc — — #-.==PAP[C
i 1= Q] {1,2,3,4,5,6}?] 3673 10 DAPLC

Damit sind A und C' nicht unabhingig.

Bitte wenden!



¢) Analog zu Teil b) rechnen wir:

D HLD),(1,2),(21),(22)) 4 1

P|D] = = - = _ =
Pl jol {1,2,3,4,5,6}?] 62 9
andererseits haben wir
AND 2.1),(2,2 2 1 1 1
€| {1,2,3,4,5,6}2] 36 18 2 9

d) Fiir die paarweise Unabhingigkeit von A, B und D ist nachzuweisen:
e P[AN B] = P[A]P|B] ~ siche a)
e P[AN D] = P[A]P[D] ~ siehe ¢)

_ |{(171)1(211)}| _ 2 _ 1 _1 1 _
e P[BND]= {1.23,456)2 36 18 2 9 P[B|P[D]

A, B, D sind unabhingig, denn es gilt

P[ANBND] = —|{(|2(’21|)}| = %

was auch P[A]P[B]P|D] entspricht.

2. Wir weisen zunichst die paarweise Unabhédngigkeit nach:

Beachte, dass |A| = |B| = |C| = 2, damit ist P[A] = P[B] = P[C] = ﬁ =

PIANB] = —HL‘;%LH = 1= 5=PlAPH
p[AmC]:%:i 55 = PAIPC]
P[Bm(]]:%zi %-%—P[B]P[C]

Damit sind A, B, C paarweise unabhéngig. Allerdings gilt:
{1} 1

PIANBNC|= 75— =~

| TR

damit sind A, B, C nicht unabhingig.

3. a) Zuerst beobachten wir, dass

A, B sind unabhingig < A, B¢ sind unabhéngig,

Siehe nachstes Blatt!



denn benutzen wir diese Aquivalenz mit A und B¢, erhalten wir, dass B¢, A un-
abhingig sind und auch B¢, A° unabhingig sind. Des weiteren, da (B¢)¢ = B,
reicht es zu zeigen, dass wenn A, B unabhingig sind, dass dann auch A, B¢ un-
abhéngig sind. Wir nehmen an, dass

P(ANB)= P(A)P(B)
und wollen zeigen, dass das
P(AN B%) = P(A)P(B°)

impliziert.

Esgilt A=ANQ = AN (BUB = (AN B)U (AN B°, und folglich

(ANB)N(ANB¢)=AN(BNB°) =AnN) = (), woraus wir
P(A)=P(ANB)+ P(ANB°) = P(A)P(B) + P(AN B°)

schliessen.

Daraus folgern wir

P(AN B°) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B").

b) Nach Annahme haben wir P(A N A;) = P(A)P(4;), 7 = 1,...,n. Da die
Ereignisse A; paarweise disjunkt sind, so sind es auch A N A;. Folglich haben
wir

P (A . (U A>> —p (O(A . A») 3 P(ANA) = 3D PAP(A)

i=1

= P(A) Z P(A;) = P(A)P (U Ai> , was zu beweisen war.
i=1 i=1

¢) Mit a) konnen wir zeigen, dass die Aussage auch fiir A gilt, so dass P(A) = 0.
Fiir alle Teilmengen B € F,da AN B C A, bekommen wir mit Hilfe der
Monotonie P(A N B) = 0. Folglich ist P(AN B) = P(A)P(B) erfiillt fiir jedes
B e F.

4. Wir betrachten ein Laplace Modell . Folglich ist

A[lB]

AnB| =2
|€2]

dquivalent zu
P(ANB)=P(A)P(B)
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a) Zieht man nur eine Karte, dann gilt:

2] = 52, da das Blatt 52 Karten enthiilt,
|A| = 4, da das Blatt 4 Konige enthilt,
| B| = 13, da das Blatt 13 Pik-Karten enthilt, und

e |AN B| =1, daes nur einen Pik-Konig gibt.
Es folgt
|A||B|]  4x13
2] 52 | |

Also sind A und B unabhingig.

b) Aquivalent, gilt beim Ziehen von zwei Karten:

o |Q| =522 = 2704,

o |A| = 13x4? = 208, da das Paar aus allen der 13 verschieden Karten gebildet
werden kann,

e |B| = 13% = 169, das es 13 Herzkarten gibt, und

e |[AN B| =13 x 12, da du zweimal die selbe Herz-Karte ziehen musst (von
13 moglichen).

Wir erhalten
|Al| B B 208 x 169

Q] 2704
Folglich sind A und B unabhingig.

=13=|ANB.

¢) Wir haben:
o |Q = (%) =1326,
o |A| =13 x (4) = 78, da das Paar aus allen 13 Karten gebildet werden kann,

2
o |B| = (123) = 78, da es 13 verschiedene Kreuz-Karten gibt, und

e |AN B| = 0, da ohne Zuriicklegen die selbe Karte nicht gezogen werden
kann.

Wir beobachten
|A||B] 78 x 78
Q] 1326
Folglich sind A und B nicht unabhingig.

~46+£0=|ANB|

a) Wir bemerken, dass wegen der Definition von 14 gilt:

(), fallsa <0,
{Ia<a}={weQ:ls(w) <a}=¢ A falls0<a<l,
Q, fallsa > 1,
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fiir alle ¢ € R. Das bedeutet, dass 1 4 eine Zufallsvariable ist.

b) Sei nun a € R. Die Verteilungsfunktion von 1 4 ist

P[0], fallsa <0
Fy,(a) = P[{14 < a}] 2 { P[A]], fallsO<a<1
P[], fallsa>1

0, fallsa < 0
=(¢1—-P[A], fallsO0<a<1
1, fallsa > 1

wobei wir Proposition 1.8, i., iii. und P/ in Definition 1.6 verwendet haben.
¢) 1. = 2.: Die Zufallsvariablen 1 4 und 13 sind unabhéngig, falls fiir a, b € R gilt:
P[ILASCL,ILB Sb] :P[HASCL]P[HB Sb]

Wir bemerken, dass nach a) fiir a, b € R gilt:

(0, fallsa <0, 0, falls b < 0,
{Ila<a} =1 A¢ fallsO0<a<l, {1 <b} =< B¢ falls0<b<1,
Q, fallsa>1, Q, fallsb>1,

Damit sind {14 < a} und {1 < b} stets unabhingige Ereignisse, da gilt:

e Nach A.3 a): sind A und B unabhingig, so sind auch auch A€ und B¢ unab-
hingig.
e Nach A.3 ¢)ist 2 (mit P[Q2] = 1) sowohl von A€ als auch von B¢ unabhéngig.

e Jedes Ereignis C' € F (insbesondere A¢ und B®) ist von ) unabhingig, denn
PONC] = Pl0] = 0 = P[0]P[C)].

2. = 1. Falls 1, und 15 unabhingig sind, so gilt:
P[A°N B ) =P[14<0,15 <0] =P[1s <0]P[lp < 0] = P[A°|P[B

und A€ und B¢ sind unabhingig. Nach A.3 a) sind auch A und B unabhéngig.



